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1 Оператор энергии системы N частиц, цепочки
разбиений, относительные координаты

Рассматривается системаN попарно взаимодействующих частиц. Оператор энер-
гии имеет вид 1

Ĥ = −
N∑
i=1

1

2mi

∆ri +
∑

1≤i<j≤N

vij(ri − rj),

где mi и ri – масса и радиус вектор i-той частицы, ∆ri – оператор Лапласа, функ-
ции vij – потенциалы взаимодействия между частицами i и j. В силу трансляци-
онной инвариантности потенциальной энергии оператор Ĥ содержит тривиаль-
ное слагаемое, отвечающее свободному движению системы как целого. Стандарт-
ным способом явного отделения этого слагаемого является переход от координат
частиц r1...rN к радиус-вектору центра масс

R =M−1

N∑
i=1

miri, M =
N∑
i=1

mi (1)

и системе трансляционно инвариантных относительных координат. Для описа-
ния последних, а также для классификации объектов, встречающихся в даль-
нейшем, необходимо ввести понятие цепочек разбиений .
Цепочки разбиений.
Разбиением ak называется некоторый способ разделения системы N частиц на k
подсистем: ak = {ω1, ..., ωk}, ωi ∩ ωj = ∅, ωi ⊂ {1, 2, ..., N}. Соотношение ak ⊂ al
при k ≥ l означает, что при k = l ak = al, при k = l + 1: al+1 = {ω1, ..., ωl+1},

1На протяжении всего текста используется система единиц, в которой постоянная Планка
h̄ = 1.
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al = {σ1, ..., σr, ..., σl} и существуют такие номера p, q и r, что ωp ∪ ωq = σr, при
k > l + 1 существует последовательность разбиений ak−1 ⊂ ... ⊂ al+2 ⊂ al+1

и ak ⊂ ak−1. В дальнейшем одинаковыми буквами обозначаются разбиения,
связанные знаком ⊂. Цепочкой разбиений Ak

l называется последовательность
Ak

l = al, al+1, ..., ak. В частных случаях k = N − 1 и l = 2 применяются обозна-
чения: Al = al, al+1, ..., aN−1 и Ak = a2, a3, ..., ak. Ясно, что самая полная инфор-
мация о разбиениях системы N частиц содержится в цепочках A2. Обозначим
через nN общее число цепочек A2 для системы N частиц. Тогда сосчитать что

nN = 21−NN !(N − 1)!

В частных случаях это число имеет вид

• n3 = 3 a2 = (12)3, 1(23), (13)2

• n4 = 18 a2 = (123)4, (12)(34), a3 = (12)34

• n5 = 180 ...

• n6 = 2700 ...

• ...

Относительные координаты.
Вводимые координаты связывают с именем Якоби (Jakobi) немецкого матема-
тика (физика-теоретика), фамилия которого породила многие хорошо известные
понятия, такие как якобиан, уравнения Гамильтона-Якоби, эллиптические функ-
ции Якоби, полиномы Якоби, и т.д.2. Пусть A2 – некоторая цепочка разбиений.
Определим N − 1 векторов xa1

a2
, xa2

a3
,..., xaN−2

aN−1 , x
aN−1
aN по формулам

xal−1
al

=

(
2MωpMωq

Mωp +Mωq

) 1
2 (

Rωp −Rωq

)
, (2)

где Mωp =
∑

j∈ωp
mj, Rωp =M−1

ωp

∑
j∈ωp

mjrj, а подсистемы ωp и ωq определяются
парой разбиений al−1 и al: al−1 = {σ1, ...σr, ..., σl−1}, al = {ω1, ..., ωl} и ωp∪ωq = σr.
Набор векторов XA2 = {xa1

a2
,xa2

a3
, ...,x

aN−2
aN−1 ,x

aN−1
aN } совместно с R из (1) дает аль-

тернативные к набору {r1, ..., rN} координаты для системы N частиц. Заметим,
что формулы (1) и (2) фактически определяют линейное преобразование

{R,XA2} = TA2{r1, ..., rN},

с N ×N матрицей TA2 . Аналогично для некоторой цепочки B2 ̸= A2

{R,XB2} = TB2{r1, ..., rN}.
2Интересно отметить, что родной брат Б. Якоби получил в свое время позицию в С-

Петербургской академии наук и плодотворно трудился в России. Известен работами в области
электро-магнетизма.
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Из этих равенств следует

{R,XB2} = TB2T
−1
A2

{R,XA2}.

Последнее означает, что матрица TB2T
−1
A2

имеет блочную структуру [1, OB2A2 ] с
N−1×N−1 матрицей OB2A2 , которая определяет преобразование относительных
координат XA2 и XB2

XB2 = OB2A2XA2 . (3)

Матрица преобразования OB2A2 – ортогональна, именно OB2A2O
⊤
B2A2

, где ⊤ озна-
чает транспонирование. Для доказательства достаточно заметить, что для любой
цепочки C2 выполняется равенство

N∑
i=1

mir
2
i =MR2 +

1

2

N∑
j=2

(
xcj−1
cj

)2
,

откуда
N∑
j=2

(
xaj−1
aj

)2
=

N∑
j=2

(
x
bj−1

bj

)2
.

Введем несколько более компактных обозначений для относительных коор-
динат. Пусть ak некоторое разбиение цепочки A2. Обозначим xak набор относи-
тельных координат внутренних по отношению к подсистемам разбиения ak:

xak = {xak
ak+1

, ...,xaN−1
aN

}.

Через yak обозначим набор внешних по отношению к ak относительных коорди-
нат:

yak = {xa1
a2
, ...,xak−1

ak
}.

По построению XA2 = {xak ,yak}. Согласно определению xaN−1
= x

aN−1
aN и ya2 =

xa1
a2

. Наконец заметим, что xaN−1
= [2mimj/(mi+mj)]

1/2(ri−rj), где i и j – номера
частиц, входящих в единственную нетривиальную подсистему разбиения aN−1.
В дальнейшем мы будем систематически использовать взаимно однозначное со-
ответствие между парами ij и разбиениями aN−1 для классификации различных
парных объектов.
Оператор энергии.
Введенные координаты позволяют переписать оператор Ĥ в виде

Ĥ = − 1

2M
∆R −

N∑
k=2

∆
x
ak−1
ak

+
∑
bN−1

VbN−1
(xbN−1

), (4)

где VbN−1
(xbN−1

) = vij(ri − rj), а i, j – номера частиц, входящих в единственную
нетривиальную подсистему разбиения bN−1. Здесь и в дальнейшем предпола-
гается, что фиксирована некоторая цепочка разбиений A2, которая определяет
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набор координат XA2 , а векторы xbN−1
в последней сумме выражены в терми-

нах координат XA2 по формулам (3). Сумму трехмерных операторов Лапласа∑N
k=2 ∆x

ak−1
ak

удобно объединить в Лапласиан ∆XA2
c XA2 ∈ R3(N−1). Благодаря

ортогональности преобразования (3) для любых A2 ̸= B2 выполняется равенство

∆XA2
= ∆XB2

.

По этой причине в дальнейшем будем опускать индексы цепочек у координат
XA2 и писать просто X. Заметим, что для любого ak верно представление

∆X = ∆xak
+∆yak

, (5)

где xak и yak (xak ∈ R3(N−k),yak ∈ R3(k−1)) – внутренние и внешние по отношению
к ak координаты, определенные выше.

Отделяя в (4) слагаемое − 1
M
∆R, отвечающее свободному движению системы

N частиц как целого, получаем оператор энергии N частиц в системе центра
масс:

H = −∆X +
∑
bN−1

VbN−1
(xbN−1

) ≡ H0 +
∑
bN−1

VbN−1
. (6)

Именно оператор H определяет все физические свойства системы, поэтому его
изучение и представляет основную задачу.

Оператор H рассматривается в гильбертовом пространстве L2(R
3(N−1)) квад-

ратично интегрируемых функций, зависящих от относительных координат. Это
гильбертово пространство будет обозначаться в дальнейшем H. Относительно
потециалов взаимодействия VbN−1

(xbN−1
) предполагается, что они являются веще-

ственно значными, гладкими, достаточно быстро убывающими функциями при
|xbN−1

| → ∞ :
|VbN−1

(x)| ≤ C(1 + |x|)−(3+ε), ε ≥ 0. (7)

Оператор H с такими потенциалами становится самосопряженным в H с обла-
стью определения D = D(−∆X) [41].

Наряду с оператором H будем рассматривать операторы вида

Hak = H0 +
∑

aN−1⊂ak

VaN−1
.

Эти операторы соответствуют системам N частиц, в которых взаимодействуют
между собой лишь частицы, принадлежащие подсистемам разбиения ak, тогда
как взаимодействие между частицами из разных подсистем ak отсутствует. Для
операторов Hak , благодаря (5), верно представление

Hak = −∆yak
+ hak ,

hak = −∆xak
+

∑
aN−1⊂ak

VaN−1
(xaN−1

).

4



Итак, мы описали операторы H и Hak в координатном пространстве. Переход в
импульсное представление осуществляется с помощью преобразования Фурье

f(X) =

∫
dP exp i(P,X)f(P),

где P ∈ R3(N−1) – набор относительных импульсов ka1
a2
, ...,k

aN−1
aN , сопряженных

координатам X. Оператор H в импульсном пространстве дается выражением
(6), где

H0 = P2 = k2
ak

+ p2
ak
,

а VaN−1
– интегральные операторы с ядрами

VaN−1
(P,P

′
) = VaN−1

(kaN−1
− k

′

aN−1
)δ(paN−1

− p
′

aN−1
).

Функции VaN−1
(k) связаны с VaN−1

(x) преобразованием Фурье

VaN−1
(k) =

1

(2π)3

∫
dx exp i(k,x)VaN−1

(x), k,x ∈ R3.

Для операторов H, Hak и H0 резольвенты определяются равенствами

R(z) = (H − z)−1, Rak(z) = (Hak − z)−1, R0 = (H0 − z)−1.

Отвечающие резольвентам T -матрицы имеют вид

T (z) = V − V R(z)V, Tak = Vak − VakRak(z)Vak ,

где
V =

∑
aN−1

VaN−1
, Vak =

∑
aN−1⊂ak

VaN−1
.

Обратное преобразование

R(z) = R0(z)−R0(z)T (z)R0(z), Rak(z) = R0(z)−R0(z)Tak(z)R0(z)

получается стандартными методами.
Как обычно при решении задачи N тел предполагаются известными реше-

ния задач меньшего числа частиц, в частности при изучении резольвенты R(z)
считаются известными все операторы Rak(z) при 2 ≤ k ≤ N − 1. Однако, как и
в [10] мы выписываем соответствующие уравнения для всех операторов Rak(z).
При этом самые сложные уравнения для R(z) получаются при k = 1.

В конце данного раздела условимся о некоторых обозначениях, используемых
на протяжении работы. Модули векторов будем обозначать соответствующими
нежирными буквами x = |x|, а единичные векторы как x/x = x̂. Скалярные
произведения векторов обозначаются (x,y).
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2 Компоненты T -матрицы и резольвенты. Урав-
нения Якубовского

В настоящем разделе определяются компоненты T -матриц T (z), Tak(z) и ре-
зольвент R(z), Rak(z). Компоненты классифицируются цепочками разбиений Al.
Такие компоненты и уравнения для них были введены в работах [10, 11]. Бу-
дем работать с операторами Tak(z) и Rak(z), отождествляя Ta1(z) = T (z) и
Ra1(z) = R(z).

Компоненты T -матриц Tak определяются следующими рекуррентными соот-
ношениями

Mak
aN−1bN−1

(z) = VaN−1
δaN−1bN−1

− VaN−1
Rak(z)VbN−1

,

Mak
Ai−1Bi−1

(z) =Mai
Ai+1Bi+1

(z)δaibiδai−1bi−1
− (8)

−
∑

(di ̸=ai)⊂ai−1

∑′

(Ci+1 ̸=Di+1)⊂ai

Mai
Ai+1Ci+1

(z)R0(z)M
ak
DiBi

(z),

где Ai ⊂ ak, Bi ⊂ ak, k + 1 ≤ i ≤ N − 1, 1 ≤ k ≤ N − 1, δaibi – символ Кронекера.
Штрих у знака суммы означает, что ограничения при суммировании понимаются
покомпонентно: цепочки Ci+1 и Di+1 подчиняются условиям

cN−1 ̸= dN−1, ... , ci+1 ̸= di+1 ; dN−1 ⊂ cN−2, ... di+2 ⊂ ci+1.

Операторы Mai
AkBk

(z) удовлетворяют системе уравнений [10, 11]

Mai
AkBk

(z) =Mak
Ak+1Bk+1

(z)δakbk −
∑
dk ̸=ak

∑′

(Ck+1 ̸=Dk+1)⊂ak

Mak
Ak+1Ck+1

(z)R0(z)M
ai
DkBk

(z)

(9)
В случае k = 2, i = 1 уравнения (9) являются обобщением системы уравне-
ний Фаддеева [1] на случай N частиц. Сформулируем два важнейших свойства
уравнений (9), доказанных в [10, 11].

Лемма 2.1. Пусть операторы M̃ai
AkBk

(z), ℑmz ̸= 0, определены на D и удовле-
творяют системе (9), тогда операторы

M̃ai
Ak+1Bk+1

(z) =
∑
ak

M̃ai
AkBk

(z),

T̃ai(z) =
∑

Ak,bN−1

M̃ai
AkBk

(z)

совпадают с Mai
Ak+1Bk+1

(z) и Tai , соответственно.
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Лемма 2.2. Однородная система уравнений (9)

φai
Ak

= −
∑
dk ̸=ak

∑′

(Ck+1 ̸=Dk+1)⊂ak

Mak
Ak+1Ck+1

(z)R0(z)φ
ai
Dk

(10)

не имеет нетривиальных решений при ℑmz ̸= 0.

Последняя Лемма следует из формальной эквивалентности системы (10) урав-
нению Шредингера [10]

HaiΨ
ai = zΨai ,

где
Ψai =

∑
Ak

R0(z)φ
ai
Ak
.

Аналогично T -матрицам, можно определить компоненты резольвент по фор-
мулам

Rak
aN−1bN−1

(z) = R0(z)δaN−1bN−1
−R0(z)VaN−1

Rak(z)

Rak
Ai−1Bi−1

(z) = Rai
Ai+1Bi+1

(z)δaibiδai−1bi−1
− (11)

−
∑

(di ̸=ai)⊂ai−1

∑′

(Ci+1 ̸=Di+1)⊂ai

Rai
Ai+1Ci+1

(z)VcN−1
Rak

DiBi
(z),

Определения (11) ведут к уравнениям

Rai
AkBk

(z) = Rak
Ak+1Bk+1

(z)δakbk −
∑
dk ̸=ak

∑′

(Ck+1 ̸=Dk+1)⊂ak

Rak
Ak+1Ck+1

(z)VcN−1
Rai

DkBk
(z).

(12)
Уравнения (12) будут получены в разделе 5 данной главы. Там же будет доказано
свойство

Rak
Ak+1Ck+1

(z)VcN−1
= R0(z)M

ak
Ak+1Ck+1

(z),

которое приводит к формулам

Rai
AkBk

(z)VbN−1
= R0(z)M

ai
AkBk

(z) (13)

для произвольного ai. Последнее является обобщением на случай компонент хо-
рошо известного равенства

R(z)V = R0(z)T (z).

Формулы (13) позволяют получить связь между компонентами T -матрицы и ре-
зольвенты в виде

Mai
AkBk

(z) = (H0 − z)Rai
AkBk

(z)VbN−1
.
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Подобно системе (10), однородная система уравнений (12)

ψai
Ak

= −
∑
dk ̸=ak

∑′

(Ck+1 ̸=Dk+1)⊂ak

Rak
Ak+1Ck+1

(z)VcN−1
ψai
Dk

(14)

не имеет нетривиальных решений при ℑmz ̸= 0. Как и в случае системы (10), дан-
ное утверждение является следствием эквивалентности уравнений (14) и урав-
нения Шредингера

HaiΨ
ai = zΨai . (15)

Компоненты ψai
Ak

могут быть построены по Ψai с помощью следующих формул

ψai
AN−1

= −R0(z)VaN−1
Ψai

ψai
Aj−1

=
∑

(dj ̸=aj)⊂aj−1

∑′

(Cj+1 ̸=Dj+1)⊂aj

R
aj
Aj+1Cj+1

(z)VcN−1
ψai
Dj
. (16)

При этом
Ψai =

∑
Ak

ψai
Ak
.

Если ψai
Ak

суть решения (14), то Ψai – решение (15) и в силу самосопряженности
Hai получается, что Ψai = 0 при ℑmz ̸= 0. В свою очередь из первого и второго
равенств (16) следует, что все ψai

Aj−1
равны нулю.

Решения систем (9) и (12) позволяют восстановить T -матрицы и резольвенты
по формулам

Tai(z) =
∑

Ak,bN−1

Mai
AkBk

(z),

Rai(z) =
∑
Ak

Rai
AkBk

(z).

3 Строение T -матрицы и резольвенты в импульс-
ном пространстве и собственные функции непре-
рывного спектра

Введенные в предыдущем разделе операторы Mai
AkBk

(z) и Rai
AkBk

(z) реализуются
в импульсном прстранстве как интегральные операторы. Соответственно систе-
мы уравнений (9) и (12) превращаются в системы интегральных уравнений для
ядер входящих в них операторов. Эти системы уравнений позволяют явно опи-
сать сингулярности ядер T -матицы и резольвенты в импульсном представлении
и определить собственные функции непрерывного спектра [23].

Условимся о следующей терминологии. Будем называть интегральный опера-
тор с ядром вида Aal(kal ,k

′
al
)δ(pal−p

′
al
), где Aal(kal ,k

′
al
) не имеет δ-функционных

8



особенностей, оператором, связным в разбиении al, и обозначать Ac
al

. Ясно, что
резольвенты Rak(z) и T -матрицы Tak(z) не являются связными в ak операторами.
Ближайшей нашей задачей является явное описание несвязных частей операто-
ров Rak(z) и Tak(z). Справедливо следующее утверждение.
Лемма 3.1. Для связных частей операторов Rak(z) и Tak(z), 1 ≤ k ≤ N − 1
справедливы представления

Rc
ak
(z) = Rak(z)−R0(z)−

N−1∑
i=k+1

∑
ai

Rc
ai
(z),

T c
ak
(z) = Tak(z)−

N−1∑
i=k+1

∑
ai

T c
ai
(z), (17)

где T c
aN−1

= TaN−1
.

Доказательство. Заметим, что достаточно доказать только второе из равенств
(17), так как первое тогда будет следовать из соотношения

Rak(z) = R0(z)−R0(z)Tak(z)R0(z).

Формулы (17) можно легко получить с помощью графической техники [42], одна-
ко для полноты изложения мы дадим алгебраическое доказательство, используя
основное свойство уравнений (9). Вместо компонент (8) удобно рассмотреть сле-
дующие компоненты T -матриц Tak(z)

T ak
aN−1

(z) = VaN−1
− VaN−1

Rak(z)VaN−1

T ak
Ai−1

(z) = −
∑

(di ̸=ai)⊂ai−1

∑′

(Ci+1 ̸=Di+1)⊂ai

Mai
Ai+1Ci+1

(z)R0(z)T
ak
Di
(z), (18)

которые удовлетворяют уравнениям [42]

T ak
Ai
(z) = T ai

Ai+1
(z)−

∑
(di ̸=ai)

∑′

(Ci+1 ̸=Di+1)⊂ai

Mai
Ai+1Ci+1

(z)R0(z)T
ak
Di
(z). (19)

Уравнения (19) отличаются от (9) тем, что свободный член T ai
Ai+1

(z) является
связным в ai оператором и представляет собой компоненту связной части опера-
тора Tai(z). При этом T c

ai
(z) дается формулой

T c
ai
(z) =

∑
Ai+1

T ai
Ai+1

(z). (20)

Из определений (18) и уравнений (19) получаем следующее соотношение для
T ak
Ai+1

(z)

T ak
Ai+1

(z) = T
ai+1

Ai+2
(z) +

∑
ai

T ak
Ai
(z)

9



Из свойств уравнений (19), доказанных в [10] и [11], второе слагаемое в (19) при
i = k+1 является связным в ak оператором. Отсюда, формул (20) и соотношения

Tak(z) =
∑
aN−1

T ak
aN−1

(z)

получаем требуемое представление

T c
ak
(z) = Tak(z)−

N−1∑
i=k+1

∑
ai

T c
ai
(z)

и соответствующее представление для Rc
ak
(z). Лемма доказана.

Для описания структуры сингулярностей T -матриц нам понадобится ряд но-
вых обозначений. Пусть ψai(kai) и εai (εai > 0) – собственная функция дискрет-
ного спектра и абсолютная величина энергии связи для оператора hai :

haiψ
ai(kai) = −εaiψai(kai).

Состояние системы N частиц, в котором взаимодействуют лишь частицы из под-
систем разбиения ai, описываемое функцией ψai(kai), называют i-кластерным
каналом. Введем формфактор формулой

ϕai =
∑

aN−1⊂ai

VaN−1
ψai .

Для объектов ψai , ϕai и εai под индексом ai будем понимать в дальнейшем не
только само разбиение ai, но и возможные дополнительные индексы (квантовые
числа), классифицирующие собственные функции и собственные значения опе-
ратора hai . Далее будем считать выполненным условие εai < εak при ai ⊂ ak,
согласующееся с утверждением [43] о пороге непрерывного спектра для много-
частичных гамильтонианов.

Строение T -матрицы T (z) оператора H описывается формулами [23]

T (z) =
N−1∑
i=2

∑
ai

T c
ai
(z) + T c(z), (21)

где ядра операторов T c
ai
(z) при 1 ≤ i ≤ N − 1 и T c

a1
≡ T c имеют вид

T c
ai
(P,P

′
, z) = tcai(kai ,k

′

ai
, z − p2

ai
)δ(pai − p

′

ai
),

tcai(kai ,k
′

ai
, z) =

ϕai(kai)ϕ
ai(k

′
ai
)

z + εai
+

+
∑

aj ,al⊂ai

ϕaj(kaj)

z − p2
ajai

+ εaj
Hai

ajal
(pajai ,p

′

alai
, z)

ϕal(k
′
al
)

z − p′2
alai

+ εal
. (22)

10



Здесь pajai – набор относительных импульсов внешних по отношению к разби-
ению aj и внутренних по отношению к разбиению ai (aj ⊂ ai), так что P =
{kai ,pai}, P = {kaj ,paj}, paj = {pajai ,pai} и kai = {kaj ,pajai}. При суммирова-
нии по aj и al во втором члене формулы (22) допускаются значения j, l = N , при
этом полагается

ϕaN (kaN )

z − p2
aNai

+ εaN
≡ 1.

Доказательство формул (22) может быть получено по индукции, c помощью фор-
мул работы [1] и уравнений (9) и (19). Мы не будем приводить его здесь из-за
черезвычайной громоздкости промежуточных формул. Кроме явно выделенных
в (22) особенностей, называемых главными, функции tcai(kai ,k

′
ai
, z) имеют ряд

второстепенных сингулярностей, отвечающих первым итерациям систем (9) и
(19). Эти сингулярности соответствуют законам сохранения энергии в процес-
сах многократных разделенных столкновений кластеров. Отличительной чертой
второстепенных сингулярностей является зависимость не только от модулей век-
торов pajai и p

′
ajai

, но и от углов между этими векторами. Мы также не будем
приводить здесь соответствующие формулы из-за их громоздкости. Подробное
рассмотрение этих вопросов будет проведено в Главе 2 для системы четырех
частиц.

Представление для ядра резольвенты получается из (21) и (22) с помощью
формулы

R(z) = R0(z)−R0(z)T (z)R0(z). (23)

Теперь мы имеем возможность определить собственные функции непрерыв-
ного спектра для оператора H. Обозначим χbl(P

′
,pbl) волновую функцию l сво-

бодных кластеров. Функция χbl выражается через ψbl формулой

χbl(P
′
,pbl) = ψbl(kbl)δ(p

′

bl
− pbl).

Собственная функция Ψ±
bl
(P

′
,pbl), отвечающая l-кластерному начальному (+)

или конечному (−) состоянию, определяется как предел

Ψ±
bl
= lim

ϵ→+0
∓iϵR(Ebl ± iϵ)χbl , (24)

где энергия Ebl = p2
bl
− εbl . Используя (21), (22) и (23) для вычисления предела в

(24), получаем следующую формулу для Ψ±
bl
(P

′
,pbl) :

Ψ±
bl
(P

′
,pbl) = χbl(P

′
,pbl) +

∑
ak⊃bl

u±akbl(k
′

ak
,pblak)δ(p

′

ak
− pak) + u±bl(P

′
,pbl), (25)

где u±akbl(k
′
ak
,pblak) – связные части волновых функций ψ±

akbl
(k

′
ak
,pblak) даются

формулами

u±akbl(k
′

ak
,pblak) = −(k

′2
ak

− Eblak ∓ i0)−1
∑
ai⊂ak

ϕai(k
′
ai
)Hak

aibl
(p

′
aiak

,pblak , Eblak ± i0)

Eblak − p′2
aiak

+ εai ∓ i0
,

11



u±bl(P
′
,pbl) = −(P

′2 − Ebl ∓ i0)−1
∑
ai

ϕai(k
′
ai
)Haibl(p

′
ai
,pbl , Ebl ± i0)

Ebl − p′2
ai
+ εai ∓ i0

. (26)

Здесь Eblak = p2
blak

− εbl .
РассмотримN невзаимодействующих частиц. Такая система описывается вол-

новой функцией
χ0(P

′
,P) = δ(P

′ −P).

Собственная функция, отвечающая системе N частиц, свободных в начальном
(+), конечном (−) состоянии, определяется как предел

Ψ±
0 = lim

ϵ→+0
∓iϵR(E ± iϵ)χ0, (27)

где энергия E = P2. Вычисляя предел как и выше, получим

Ψ±
0 (P

′
,P) = χ0(P

′
,P) +

∑
ak

u±ak0(k
′

ak
,kak)δ(p

′

ak
− pak) + u±0 (P

′
,P), (28)

Здесь u±ak0(k
′
ak
,kak) – связные части волновых функций ψ±

ak0
(k

′
ak
,kak) выражают-

ся через ядра T -матриц T c
ak
(z) формулами

u±ak0(k
′

ak
,kak) = −(k

′2
ak

− k2
ak

∓ i0)−1tcak(k
′

ak
,kak ,k

2
ak

± i0),

u±0 (P
′
,P) = −(P

′2 −P2 ∓ i0)−1T c(P
′
,P,P2 ± i0). (29)

4 Резольвента и собственные функции непрерыв-
ного спектра в конфигурационном пространстве

В данном разделе описываются асимптотический свойства ядра резольвенты опе-
ратора H и волновых функций Ψ±

bl
в конфигурационном пространстве. Ядро ре-

зольвенты R(z) в конфигурационном пространстве дается преобразованием Фу-
рье

R(X,X
′
, z) = (2π)−n

∫
dPdP

′
ei(P,X)R(P,P

′
, z)e−i(P

′
,X

′
), (30)

где n = 3(N−1), аR(P,P′
, z) – ядро оператораR(z) в импульсном представлении.

Используя связь R(z) и T (z) (23), представим ядро R(X,X′
, z) в виде

R(X,X
′
, z) = R0(P,P

′
, z) +G(P,P

′
, z). (31)

Здесь R0(P,P
′
, z) – ядро оператора R0(z), которое выражается через функцию

Ханкеля формулой

R0(X,X
′
, z) =

i

4

(√
z

2π

)n−2
2 H

(1)
n−2
2

(
√
z|X−X

′|)

|X−X′|n−2
2

.
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Ядро G(X,X′
, z) дается преобразованием Фурье (30) от функции

g(P,P
′
, z) = − T (P,P

′
, z)

(P2 − z)(P′2 − z)
.

Следует отметить, что в силу представления (31) ядро R(X,X
′
, z) имеет стан-

дартную сингулярность при X = X
′

R(X,X
′
, z) =

[
(n− 2)σn|X−X

′|n−2
]−1

(1 +O(|X−X
′|),

где σn – площадь единичной сферы.
Опишем асимптотический вид ядраR(X,X′

, z) при |X′| → ∞ и |X| = O(|X′|ν), ν <
1. Поскольку R(z) как функция z имеет разрез на вещественной оси, то, как
обычно, следует различать пределы при z → E ± i0, (ℑmE = 0).

Для вычисления асимптотики ядер R(X,X′
, E± i0) воспользуемся описанной

в разделе 3 структурой сингулярностей ядра резольвенты в импульсном про-
странстве и представлением (30). Докажем теорему.
Теорема 4.1. Ядро R(X,X′

, E + i0) представляется в виде

R(X,X
′
, E + i0) =

∑
bl

ψ̄bl(x
′

bl
)Q+

bl
(X,y

′

bl
) +Q+

0 (X,X
′
), (32)

где функции Q+
bl
(X,y

′

bl
) и Q+

0 (X,X
′
) при |y′

bl
| → ∞ и |X′| → ∞ переходят в

сферические волны

Q+
bl
(X,y

′

bl
) ∼ 1

4π

(√
E

2π

)nl−3

2

Ψ+
bl
(X,−

√
E + εblŷ

′

bl
)

×|y′

bl
|−

nl−1

2 exp {i
√
E + εbl|y

′

bl
| − i

π(nl − 3)

4
}, (33)

Q+
0 (X,X

′
) ∼ 1

4π

(√
E

2π

)n−3
2

Ψ+
0 (X,−

√
EX̂

′
)|X′|−

n−1
2 exp {i

√
E|X′ | − i

π(n− 3)

4
}.

Здесь nl = 3(l − 1), а функции Ψ+
bl
(X,pbl) и Ψ+

0 (X,P) являются собственными
функциями непрерывного спектра оператора H в конфигурационном простран-
стве и связаны с функциями (25) и (28) преобразованием Фурье, например,

Ψ+
bl
(X,pbl) = (2π)−

n−nl
2

∫
dP

′
Ψ+

bl
(P

′
,pbl) exp {i(P

′
,X)}.

Доказательство. Запишем формулу (23) в терминах ядер участвующих в ней
операторов (E+ = E + i0)

R(P,P
′
, E+) =

δ(P−P
′
)

P2 − E+
− T (P,P

′
, E+)

(P2 − E+)(P′2 − E+)
. (34)
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Ядро T (P,P′
, E+) представим в виде

T (P,P
′
, E+) =

∑
bl

ubl(P,p
′

bl
, E+)

ϕ̄bl(k
′

bl
)

E+ − p
′2
bl
+ εbl

, (35)

где

ubl(P,p
′

bl
, E+) = ϕbl(kbl)δ(pbl − p

′

bl
) +

∑
ak⊃ai,bl

ϕai(kai)

E+ − p2
ai
+ εai

×Hak
aibl

(paiak ,p
′

blak
, E+ − p

′2
ak
)δ(pak − p

′

ak
).

Заметим, что при E = p
′2
bl
− εbl функция (P2 − E+)−1ubl совпадает с волновой

функцией Ψ+
bl
. Подставляя представление (34) в (30), имеем

R(X,X
′
, E+) = (2π)−n

∫
dP

′
R̂(X,P

′
, E+) exp {i(P′

,X
′
)}, (36)

где через R̂(X,P′
, E+) обозначено преобразование Фурье ядра R(P,P

′
, E+) по

первому аргументу. Используем далее то, что особенности сингулярных знаме-
нателей P

′2−E+ и E+−p
′2
bl
+εbl не пересекаются, именно P

′2−E++E+−p
′2
bl
+εbl =

k
′2
bl
+εbl > 0. Выделим из области интегрирования в (36) окрестность Ω гиперсфе-

ры P
′2 = E такую, что в ней знаменатели E+−p

′2
bl
+ εbl не обращаются в нуль. В

этой области подынтегральная функция в (36) имеет единственную особенность
(P

′2−E+)−1. Асимптотика интеграла (36), взятого по выделенной области, легко
вычисляется с помощью формулы

I(x,E) =

∫
dqei(x,q)

f(q)

q2 − E ∓ i0
, x, q ∈ Rn,

I(x,E) =

(
∓2πi

|x|

)n−1
2

πE
n−1
4 exp {±i

√
E|x| ± i

π

2
}[f(±

√
Ex̂)+O([

√
E|x|]−1)]. (37)

Применяя (37) к интегралу (36), взятому по Ω, получаем в старшем порядке
выражение (33).

Рассмотрим интеграл (36) по оставшейся части Rn. Теперь можно восполь-
зоваться представлением (35). В результате интеграл распадается на ряд слага-
емых вида

J(X
′
, E) = (2π)−n

∫
Rn\Ω

dP
′
f(p

′

bl
)

ϕbl
(k

′

bl
) exp {i(P′

,X
′
)}

(E+ − p
′2
bl
+ εbl)(P

′2 − E+)
,

причем в области интегрирования выражение P
′2−E не обращается в нуль. Для

вычисления асимптотики J(X
′
, E) при |X′| → ∞ проведем сначала интегриро-

вание по переменной p
′

bl
с помощью формулы (37) и учтем, что

(2π)
n−nl

2

∫
dk

′

bl
e
i(x

′
bl
,k

′
bl
) ϕbl

(k
′

bl
)

k
′2
bl
+ εbl

= ψbl
(x

′

bl
).
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Тогда в старшем порядке интеграл J(X′
, E) дается выражением

J(X
′
, E) ∼ 1

4π(2π)
n−nl

2

(√
E + εbl
2π

)nl−3

2

ψbl
(x

′

bl
)f(
√
E + εblŷ

′

bl
)

×|y′

bl
|−

nl−1

2 exp {i
√
E + εbl|y

′

bl
| − i

π(nl − 3)

4
}.

Собирая полученные вклады, получаем для ядра R(X,X′
, E+) требуемое пред-

ставление (32). Теорема 4.1 доказана.
Перейдем к обсуждению асимптотических свойств волновых функций Ψ+

bl
(X,pbl)

:
Ψ+

bl
(X,pbl) = (2π)−

n−nl
2

∫
dP

′
Ψ+

bl
(P

′
,pbl) exp {i(P

′
,X)}.

В настоящем разделе мы опишем лишь асимптотику волновых функций Ψ+
b2
(X,pb2),

отвечающих двухкластерным начальным состояниям. В этом случае можно по-
казать (см. Главу 2, раздел 1), что функции Ψ+

b2
(P,pb2) не содержат второстепен-

ных сингулярностей, связанных с перерассеянием кластеров. Это означет, что ам-
плитуды в формулах (26) являются гладкими функциями. Последнее позволяет
легко вычислить асимптотику волновых функций Ψ+

b2
(X,pb2) при |X| → ∞, ис-

пользуя приемы аналогичные тем что применялись при доказательстве Теоремы
4.1. Приведем окончательный результат. Функции Ψ+

b2
(X,pb2) представляются в

виде

Ψ+
b2
(X,pb2) = χb2(X,pb2) +

N∑
i=2

∑
ai

ψai(xai)U
+
aib2

(yai ,pb2). (38)

Здесь
χb2(X,pb2) = ψb2(xb2) exp {i(pb2 ,yb2)},

а функции U+
aib2

(yai ,pb2) переходят в сферические волны при |yai| → ∞

U+
aib2

(yai ,pb2) ∼ C3(i−1)(Eaib2)Haib2(
√
Eaib2ŷai ,pb2 , Eb2 + i0)

×|yai|−
3i−4

2 exp {i
√
Eaib2 |yai|}, (39)

где Eaib2 = Eb2+εai = p2
b2
−εb2+εai , Cn(E) = −2π2E

n−3
4 exp {−iπ n−3

4
}. В формулах

(38) и (39) при i = N полагается ψaN = 1, εaN = 0.

5 Дифференциальные уравнения для компонент
В разделе 2 мы ввели компоненты резольвенты Rai

AkBk
(z), уравнения для них

(12) и анонсировали перестановочное свойство (13). В данном разделе мы дадим
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соответствующие доказательства. Более того, мы покажем, что компоненты ре-
зольвенты Rai

AkBk
(z) являются матричными элементами резольвенты некоторого

матричного оператора. Мы построим этот оператор и на его основе получим так
называемые дифференциальные уравнения для компонент резольвенты и ком-
понент волновых функций системы N тел.

В дальнейшем удобно использовать матричные обозначения. Компонентам
Rai

AkBk
(z) и Mai

AkBk
(z) сопоставим матрицы Rai

k (z) и Mai
k (z), столбцы и строки

которых нумеруются цепочками разбиений Ak, Bk : Ak, Bk ⊂ ai. Определим мат-
рицы Rai

kj(z), M
ai
kj(z), V

ai
k , Rai

0k(z) и Iaik по формулам:[
Rai

kj(z)
]
AkBk

= R
aj
Aj+1Bj+1

(z)δajbj ...δakbk ,[
Mai

kj(z)
]
AkBk

=M
aj
Aj+1Bj+1

(z)δajbj ...δakbk ,

[Vai
k ]AkBk

= VaN−1
δaN−1bN−1

...δakbk ,

[Rai
0k(z)]AkBk

= R0(z)δaN−1bN−1
...δakbk ,

[Iaik ]AkBk
= IδaN−1bN−1

...δakbk .

Введем числовую матрицу Xai
kj, с помощью которой можно учесть ограничения

при суммировании в уравнениях (9) и (12)[
Xai

kj

]
AkBk

= XAj+1Bj+1
δajbj ...δakbk ,

XAj+1Bj+1
= δajbjδ(bj+1 ⊂ aj)...δ(bN−1 ⊂ aN−2)δaN−1bN−1

.

Здесь δab = 1− δab, а символ δ(bk+1 ⊂ ak) понимается в следующем смысле

δ(bk+1 ⊂ ak) =

{
1, bk+1 ⊂ ak
0, bk+1 ̸⊂ ak.

Уравнения (9) и (12) в матричной форме принимают вид

Mai
k (z) = Mai

kk(z)−Mai
kk(z)R

ai
0k(z)X

ai
kkM

ai
k (z), (40)

Rai
k (z) = Rai

kk(z)−Rai
kk(z)V

ai
k X

ai
kkR

ai
k (z). (41)

Запишем также уравнения для матриц Rai
kj(z), следующие из (41) и определения

этих операторов

Rai
kj(z) = Rai

kj+1(z)−Rai
kj+1(z)V

ai
k X

ai
kj+1R

ai
kj(z). (42)

Нашей первой задачей будет доказательсво справедливости (42) для любого
фиксированного k: i+1 ≤ k ≤ N − 1 и любого j: k ≤ j ≤ N − 1. Рассмотрим (42)
при j = N − 1. В этом случае уравнение (42) сводится к виду

RaN−1
(z) = R0(z)−R0(z)VaN−1

RaN−1
(z)
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с RaN−1
(z) = (H0 + VaN−1

− zI)−1 и представляет собой уравнение Липпманна-
Швингера для двухчастичной резольвенты. Таким образом (42) справедливо при
j = N−1. Предположим, что (42) верно на j–том шаге и докажем спреведливость
на j − 1–ом шаге. Оператор Rai

kj−1(z) имеет матричные элементы[
Rai

kj−1(z)
]
AkBk

= R
aj−1

AjBj
(z)δaj−1bj−1

...δakbk .

В свою очередь компоненты R
aj−1

AjBj
(z) определяются формулами

R
aj−1

AjBj
(z) = R

aj+2

Aj+2Bj+2
(z)δaj+1bj+1

δajbj

−
∑

(dj+1 ̸=aj+1)⊂aj

∑′

(Cj+2 ̸=Dj+2)⊂aj+1

R
aj+2

Aj+2Cj+2
(z)VcN−1

R
aj−1

Dj+1Bj+1
(z). (43)

Суммируя предыдущую формулу по aj, используя правило [10, 23]∑
aj

∑
(dj+1 ̸=aj+1)⊂aj

=
∑

dj+1 ̸=aj+1

и уравнения (42) на j–том шаге, приходим к заключению, что∑
aj

R
aj−1

AjBj
(z) = R

aj−1

Aj+1Bj+1
(z). (44)

Подставляя (44) в правую часть (43), получаем уравнения для компонентRaj−1

AjBj
(z),

которые в матричной форме имеют вид[
Xai

k +Rai
kj+1(z)V

ai
k X

ai
kj+1

]
Rai

kj−1(z) = Rai
kj+1(z)−Rai

kj+1(z)V
ai
k X

ai
kjR

ai
kj−1(z).

Откуда, благодаря уравнениям (42), записанным в форме[
Xai

k +Rai
kj+1(z)V

ai
k X

ai
kj+1

]−1
Rai

kj+1(z) = Rai
kj(z),

получаем требуемые уравнения на j − 1–ом шаге

Rai
kj−1(z) = Rai

kj(z)−Rai
kj(z)V

ai
k X

ai
kjR

ai
kj−1(z),

что завершает доказательство справедливости уравнений (42).
Уравнения (41) для операторов Rai

k (z) формально получаются из (42) при
j = k − 1 с отождествлением Rai

kk−1(z) = Rai
k (z). Однако, (41) можно доказать и

независимо от (42), повторяя практически дословно этапы доказательства урав-
нений (42). Чтобы избежать повторения мы не будем приводить здесь это дока-
зательство и будем считать (41) доказанным.

Следующим этапом являтся построение операторов, для которых Rai
kj(z) и

Rai
k (z) являются резольвентами.
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Дифференциальные уравнения для компонент резольвенты.
Рассмотрим оператор

Hai
kj = H0I

ai
k +Vai

k +Vai
k

N−1∑
m=j+1

Xai
km.

В координатном представлении, благодаря тому что H0 = −∆X, оператор Hai
kj

является матричным дифференциальным оператором, действующим на вектор-
функции, компоненты которых классифицируются цепочками разбиенийAk. Спра-
ведливо утверждение
Лемма 5.1. Rai

kj(z) – резольвента оператора Hai
kj:(

Hai
kj − zIaik

)
Rai

kj(z) = Iaik . (45)

Доказательство. При j = N − 1 уравнение (45) принимает вид

(H0 + VaN−1
− zI)RaN−1

(z) = I

и тем самым по определению RaN−1
(z) = (H0 + VaN−1

− zI)−1 равенство (45)
справедливо при j = N − 1. Предположим, что (45) выполнено на j–том шаге.
Рассмотрим оператор Rai

kj−1(z), удовлетворяющий уравнению (42) при j = j − 1.
Применяя оператор Hai

kj − zIaik к обеим частям (42) при j = j − 1, получим(
Hai

kj − zIaik
)
Rai

kj−1(z) = Iaik −Vai
k X

ai
kjR

ai
kj−1(z),

что совпадает с (45) на j − 1 шаге. Тем самым мы доказали справедливость (45)
при любом j. Лемма доказана.

Найдем теперь оператор, для которого Rai
k (z) является резольвентой. Рас-

смотрим оператор
Hai

k = Hai
kk +Vai

k X
ai
kk.

Лемма 5.2. Оператор Rai
k (z) – резольвента оператора Hai

k :

(Hai
k − zIaik )R

ai
k (z) = Iaik . (46)

Доказательтво. Формула (46) немедленно следует из уравнений (41) и леммы
5.1 при j = k. Лемма доказана.

Нам осталось доказать сформулированное в разделе 2 коммутационное свой-
ство

Rai
AkBk

(z)VbN−1
= R0(z)M

ai
AkBk

(z),

которое в матричной форме принимает вид

Rai
k
(z)Vai

k = Rai
0k(z)M

ai
k (z). (47)
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Как и выше сначала докажем аналогичное равенство для операторов Rai
kj(z) и

Mai
kj(z).

Лемма 5.3. Справедливо равенство

Rai
kj(z)V

ai
k = Rai

0k(z)M
ai
kj(z). (48)

Доказательство. При j = N − 1 (48) эквивалентно соотношению
RaN−1

(z)VaN−1
= R0(z)TaN−1

(z) для парных резольвенты и T -матрицы. Для обос-
нования справедливости перехода j → j − 1 запишем в матричной форме урав-
нения для операторов Maj−1

AjBj
(z) :

Mai
kj−1(z) = Mai

kj(z)−Mai
kj(z)X

ai
kjR

ai
0k(z)M

ai
kj−1(z).

Домножая последнее уравнение слева на Rai
0k(z) и пользуясь (48), получаем

Rai
0k(z)M

ai
kj−1(z) = Rai

kj(z)V
ai
k

[
Iaik −Xai

kjR
ai
0k(z)M

ai
kj−1(z)

]
,(

Hai
kj − zIaik

)
Rai

0k(z)M
ai
kj−1(z) +Vai

k X
ai
kjR

ai
0k(z)M

ai
kj−1(z) = Vai

k ,

что эквивалентно
Rai

kj−1(z)V
ai
k = Rai

0k(z)M
ai
kj−1(z).

Лемма доказана.
Равенство (47) следует теперь из (48) при j = k и уравнений (40) и (41). Тем
самым (47) доказано.

Заметим, что формула (48) позволяет переписать уравнение (41) в форме

Rai
k (z) = Rai

0k(z)−Rai
0k(z)M

ai
kk(z)X

ai
kkR

ai
k (z).

Как отмечалось выше, уравнения (46) представляют собой дифференциаль-
ные уравнения для компонент резольвенты. Запишем их в явной форме

(H0 − z)Rai
AkBk

(z) + VaN−1
Rai

AkBk
(z) + VaN−1

N−1∑
j=k+1

∑′

(Cj ̸=Aj)⊂aj−1

Rai
Aj−1

k CjBk
(z)

+VaN−1

∑
dk ̸=ak

∑′

(Dk+1 ̸=Ak+1)⊂ak

Rai
DkBk

(z) = I, (49)

где H0 = −∆X, VaN−1
– оператор умножения на потенциал VaN−1

(xaN−1
), а I

– единичный оператор. Уравнения (49) являются обобщением на случай N ча-
стиц системы дифференциальных уравнений Фаддеева для N = 3 [45]. Самые
сложные уравнения, отвечающие полному гамильтониану системы N тел H, по-
лучаются из (49) при i = 1 и k = 2.

Обсудим свойства однородной системы уравнений (49).

(H0 − z)Uai
Ak

+ VaN−1
Uai
Ak

+ VaN−1

N−1∑
j=k+1

∑′

(Cj ̸=Aj)⊂aj−1

Uai
Aj−1

k Cj
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+VaN−1

∑
dk ̸=ak

∑′

(Dk+1 ̸=Ak+1)⊂ak

Uai
Dk

= 0. (50)

Покажем, что система (50) не имеет нетривиальных решений при ℑmz ̸= 0.
Перепишем эту систему в виде

(H0 − z)Uai
Ak

+ VaN−1
Uai
Ak

+ VaN−1

N−1∑
j=k+2

∑′

(Cj ̸=Aj)⊂aj−1

Uai
Aj−1

k Cj

+VaN−1

∑′

(Dk+1 ̸=Ak+1)⊂ak

Uai
Dk+1

= 0, (51)

где введено обозначение ∑
ak⊂ai

Uai
Ak

= Uai
Ak+1

.

Суммируя уравнения (51) по всем ak ⊂ ai, получим более простую систему для
компонент Uai

Ak+1
, которая получается из (50) заменой k на k + 1. Продолжая

описанную процедуру суммирования, придем к еще более простой системе для
компонент Uai

Ak+2
и т.д.. На последнем шаге останется лишь одна компонента

Uai =
∑

Ak
Uai
Ak

, удовлетворяющая уравнению Шредингера

(Hai − z)Uai = 0.

В силу самосопряженности Hai решение последнего уравнения тривиально при
ℑmz ̸= 0, т.е. Uai = 0. Покажем теперь, что величины Uai

aN−1
:

Uai
aN−1

=
∑
AN−2

k

Uai
Ak

равны нулю. Действительно, функции Uai
aN−1

удовлетворяют уравнениям

(H0 − z)Uai
aN−1

= −VaN−1

∑
bN−1

Uai
bN−1

,

откуда в силу Uai =
∑

bN−1
Uai
bN−1

≡ 0 и самосопряженности оператора H0 следует,
что Uai

aN−1
= 0. По этой причине из (51) при k = N − 2 получаем для компонент

Uai
AN−2

уравнения
(Hai + VaN−1

− z)Uai
AN−2

= 0

и, как и раньше, Uai
AN−2

= 0. Продолжая эти рассуждения, получаем, что все Uai
Ak

равны нулю. Тем самым доказана теорема
Теорема 5.1. Спектр операторов Hai

k вещественен: уравнения

(Hai
k − zIaik )U

ai
k = 0 (52)
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при ℑmz ̸= 0 имеют лишь тривиальные решения.
Теорема 5.1 позволяет получить связь между операторами Rai

k (z) и Mai
k (z).

Построим оператор Gai
k (z) по формуле

Gai
k (z) = −Rai

0k(z)M
ai
k (z)R

ai
0k(z).

Из уравнений (40) и (48) получаем следующее уравнение для оператора Gai
k (z)

Gai
k (z) = −Rai

kk(z)V
ai
k R

ai
0k(z)−Rai

kk(z)V
ai
k X

ai
k G

ai
k (z)

или в "дифференциальной"форме

(Hai
kk − zIaik +Vai

k X
ai
kk)G

ai
k (z) = −Vai

k R
ai
0k(z). (53)

Уравнения (53) для Gai
k (z) и (46) для Rai

k (z) отличаются лишь свободным чле-
ном. Поэтому естественно предположить, что Rai

k (z) выражается линейно через
Gai

k (z). Действительно, справедливо утверждение
Лемма 5.3. Для операторов Rai

k (z) при любом z: ℑmz ̸= 0 верно представление

Rai
k (z) = Rai

0k(z) +Gai
k (z)Y

ai
k , (54)

где

Yai
k = Iaik +

N−1∑
m=k

Xai
km.

Доказательство. Рассмотрим оператор R̂ai
k (z) = Rai

0k(z) + Gai
k (z)Y

ai
k . Прямое

вычисление ведет к уравнению

(Hai
k − zIaik )R̂

ai
k (z) = Iaik .

Отсюда и тривиальности решений уравнений (52) следует (54). Лемма доказана.
Запишем (54) в терминах операторов Mai

k

Rai
k (z) = Rai

0k(z)−Rai
0k(z)M

ai
k (z)Y

ai
k Rai

0k(z). (55)

Формула (55) является обобщением на случай матричных операторов Hai
k стан-

дартного соотношения между резольвентой и T -матрицей для операторов вида
H = H0 + V :

R(z) = R0(z)−R0(z)T (z)R0(z).

По этой причине оператор

Tai
k (z) = Mai

k (z)Y
ai
k (56)

естественно назвать T -матрицей для матричного оператора Hai
k . Равенства (55)

допускают естественное обращение в виде

Tai
k (z) = Vai

k Y
ai
k −Vai

k Y
ai
k Rai

k (z)V
ai
k Y

ai
k ,
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что вновь является обобщением на матричный случай стандартной формулы

T (z) = V − V R(z)V.

Дифференциальные уравнения для компонент волновых функций.
Операторы Rai

k (z) позволяют аналогично разделу 3 построить собственные функ-
ции непрерывного спектра операторов Hai

k . Будем рассматривать полную систе-
му N частиц, которой отвечает случай i = 1, k = 2 и опускать в обозначениях
индекс a1. Как и в разделе 3, собственные функции оператора H2 определяются
с помощью подходящих пределов R2(z) на вещественной оси плоскости z. Будем
рассматривать пределы R2(z) на верхнем берегу разреза по вещественной оси.
Соответствующие функции обычно снабжаются значком +. Мы не будем ука-
зывать это в обозначениях с целью экономии места. В выбранном нами случае
собственные функции непрерывного спектра классифицируются начальными со-
стояниями системы N тел. Вновь будем использовать функции χbl(pl) и χ(P) из
раздела 3, соответствующие l свободным кластерам (χbl , 2 ≤ l < N) и N свобод-
ным частицам (χ0). Построим вектор-функции ΨBl

2(pbl) с компонентами

ψ
Bl

2
A2
(pbl) = χbl

Bl+1
(pbl)δalbl ...δa2b2

и вектор функции ΨB2
0 (P) с компонентами

ψB2
A2
(P) = χ0(P)δaN−1bN−1

...δa2b2 .

Здесь χbl
Bl+1

– компоненты функции χbl , построенные по формулам (16). Собствен-
ные функции непрерывного спектра оператора H2 определяются как пределы

ΦBl
2(pbl) = lim

ε→+0
−iεR2(Ebl + iε)ΨBl

2(pbl), (57)

ΦB2(P) = lim
ε→+0

−iεR2(E0 + iε)ΨB2
0 (P), (58)

где Ebl = p2
bl
− εbl , E0 = P2.

Используя (46) при k = 2, i = 1, получаем из (57) и (58) уравнения для ΦBl
2

и ΦB2

(H2 − EblI2)Φ
Bl

2(pbl) = 0 (59)

и
(H2 − E0I2)Φ

B2(P) = 0, (60)

которые являются обобщением трехчастичных дифференциальных уравнений
Фаддеева [23] на случай системы N частиц. Явная форма уравнений (59), (60)
имеет вид (50) при z = Ebl и z = E0, соответственно. Собственные функции Ψ+

bl

(24) и Ψ+
0 (27) оператора H восстанавливаются по компонентам функций ΦBl

2 и
ΦB2 с помощью суммирования:

Ψ+
bl
=
∑
A2

φ
Bl

2
A2
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Ψ+
0 =

∑
A2

φB2
A2
.

Для однозначного определения компонент волновых функций в конфигура-
ционном пространстве уравнения (59) и (60) необходимо дополнить асимптоти-
ческими граничными условиями. Эти условия, как и в разделе 4, можно полу-
чить с помощью исследования преобразований Фурье соответствующих объек-
тов в импульсном пространстве. Аналогично разделу 4 приведем окончательный
результат для компонент функций ΦBl

2 при l = 2. В этом случае цепочка Bl
2

вырождается в одно разбиение b2, фиксирующее начальное состояние системы.
Асимптотический вид компонент функций Φb2(X,pb2) повторяет (38) и дается
выражением

φb2
A2
(X,pb2) = ψa2

A3
(xa2) exp{i(pa2 ,ya2)}δa2b2 +

n∑
i=2

ψai
Ai+1

(xai)U
Ai−1

aib2
(yai ,pb2), (61)

где ψai
Ai+1

– компоненты собственной функции ψai оператора hai , построенные по
формулам (16). Функции UAi−1

aib2
(yai ,pb2) при |yai| → ∞ переходят в сферические

волны
UAi−1

aib2
(yai ,pb2) ∼ C3(i−1)(Eaib2)HAi−1

aib2
(
√
Eaib2ŷai ,pb2 , Eb2 + i0)

×|yai|−
3i−4

2 exp {i
√
Eaib2 |yai|}, (62)

где Eaib2 = Eb2+εai = p2
b2
−εb2+εai , Cn(E) = −2π2E

n−3
4 exp {−iπ n−3

4
}. Амплитуды

UAi−1

aib2
и HAi−1

aib2
связаны с сответствующими амплитудами Uaib2 и Haib2 из (38) и

(39) формулами
Uaib2 =

∑
Ai−1

UAi−1

aib2

и
Haib2 =

∑
Ai−1

HAi−1

aib2
.
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