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Roadmap

• Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû NLS ñ äèññèïàöèåé è c
íàêà÷êîé (ñëó÷àè ïðÿìîé è ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êè)

• Äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé è
äèññèïàöèåé (ñëó÷àé íóëåâîé è íåíóëåâîé äèññèïàöèè)

• Òåìíûå ñîëèòîíû ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé è
äèññèïàöèåé
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Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (NLS)

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ äèññèïàöèåé è
ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé

iΨt + Ψxx + 2|Ψ|2Ψ−Ψ = hΨ− iγΨ; (1)

Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ äèññèïàöèåé è
ïðÿìîé (âíåøíåé) íàêà÷êîé

iΨt + Ψxx + 2|Ψ|2Ψ−Ψ = −h − iγΨ. (2)

γ � êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè, h - àìïëèòóäà íàêà÷êè,
Ψ â (1) îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå Ψ
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Ôîðìóëèðîâêà ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) è (2) óäîâëåòâîðÿþò,
ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèþ

Ψxx + 2|Ψ|2Ψ−Ψ = hΨ− iγΨ (3)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ψ(x) → 0 ïðè |x | → ∞ (4)

è óðàâíåíèþ

Ψxx + 2|Ψ|2Ψ−Ψ = −h − iγΨ (5)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Ψx(x) → 0 ïðè |x | → ∞. (6)
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Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
Âûáîð ìàëîãî âîçìóùåíèÿ â ôîðìå (δu, δv)T = eλty(x), ãäå

� u + iv ≡ Ψ(x)e iθ+ â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êè;
� u + iv ≡ Ψ(x) â ñëó÷àå âíåøíåé íàêà÷êè

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî îïåðàòîðà:

Hy = µ

(
0 −1
1 0

)
y , λ = µ− γ. (7)

Îïåðàòîð H äëÿ ñëó÷àåâ ïàðàìåòðè÷åñêîé è âíåøíåé íàêà÷êè:

H = −∂2
x +

(
A2

+ − 6u2 − 2v2 γ − 4uv
γ − 4uv A2− − 6v2 − 2u2

)
(8)

H = −∂2
x +

(
1− 6u2 − 2v2 γ − 4uv
γ − 4uv 1− 6v2 − 2u2

)
(9)

Còàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâû ïðè Reλ ≤ 0 äëÿ âñåõ λ
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Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è èíòåãðàëû ýíåðãèè
Ñòàöèîíàðíûå îäíîñîëèòîííûå ðåøåíèÿ NLS ñ
ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé:

Ψ±(x) = A±e−iθ±sech(A±x); (10)

A± =
√

1 + h cos 2θ±; cos 2θ± = ±
√

1− γ2

h2
.

Èíòåãðàë ýíåðãèè äëÿ NLS ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé:

E = Re
∫ {|Ψx |2 + |Ψ|2 − |Ψ|4 + hΨ2

}
dx , (11)

Èíòåãðàë ýíåðãèè äëÿ NLS ñ ïðÿìîé íàêà÷êîé:

E =

∫ {|Ψx |2 + |Ψ|2 − |Ψ|4 − h(Ψ + Ψ)

−|Ψ0|2 + |Ψ0|4 + h
(
Ψ0 + Ψ0

)}
dx . (12)

Ψ0 � àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ ïðè |x | → ∞.
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Íüþòîíîâñêàÿ ñõåìà (NLS c ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé)

ψs+1 = ψs + τsφs (13)
s � íîìåð èòåðàöèè, 0 < τs ≤ 1 � íüþòîíîâñêèé ïàðàìåòð,
èòåðàöèîííàÿ ïîïðàâêà φs åñòü ðåøåíèå ëèíåéíîé êðàåâîé
çàäà÷è:

Φψφs = −Φψs φs(±∞) → 0, (14)
ãäå Φψ - ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà

Φ ≡ ψxx + 2|ψ|2ψ − ψ − hψ + iγψ. (15)

Óñëîâèå âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà: ||Φ|| < ε; ε > 0.
Èíòåðâàë [−100, 100]; øàã äèñêðåòíîé ñåòêè ïî x 5 · 10−3;
íåâÿçêà ε = 10−10; íóìåðîâñêàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ 4ãî ïîðÿäêà.
http: // www.jinr.ru/programs/jinrlib/contin-nlin
http: // www.jinr.ru/programs/jinrlib/progs2h4
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Ñõåìà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó.
Ïðè ïðîäîëæåíèè ïî ïàðàìåòðó α ðåøåíèÿ Ψ(x) ñòàöèîíàðíîé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è

F (Ψ, α) = 0 (16)
(F � íåëèíåéíûé îïåðàòîð) âûáèðàåòñÿ ñêàëÿðíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ||Ψ|| (áèôóðêàöèîííàÿ ìåðà) è ñòðîèòñÿ åå
çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ||Ψ(α)||.

(1) àëãîðèòì âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ïðåäèêòîð)
(2) àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è çàäà÷è ïðè
çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà (êîððåêòîð)
(3) àëãîðèòì âûáîðà ñëåäóþùåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.

α

||Ψ||
Èñïîëüçóåòñÿ ôàêò, ÷òî â
òî÷êå ïîâîðîòà dα/d ||Ψ|| = 0.
Å.Â.Çåìëÿíàÿ, È.Â.Áàðàøåíêîâ
Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå 16
No.10 (2004) 3-14
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Ñõåìà ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Ïðîäîëæåíèå

∆αi/∆||Ψ||i < ε, (17)
ε > 0 � çàäàííîå ìàëîå ÷èñëî, ∆αi = αi − αi−1 � øàã ïî
ïàðàìåòðó, ∆||[Ψ||i = ||Ψ(αi )|| − ||Ψ(αi−1)||.
• Ïðè âûïîëíåíèè (17) øàã ïî ïàðàìåòðó ìåíÿåò çíàê.
• Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ øàãà ïî ïàðàìåòðó.

∆αi+1 = ∆αi · ∆||Ψ(αi−1)||
∆||Ψ(αi )|| . (18)

• ×èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà áàçå íüþòîíîâñêîé
èòåðàöèîííîé ñõåìû ñ íóìåðîâñêîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè 4ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
• Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé
ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ýéëåðîâñêîé ñõåìû ïî ðåçóëüòàòàì,
ïîëó÷åííûì íà äâóõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ ïî ïàðàìåòðó.
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×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (7)
• Ôóðüå-ðàçëîæåíèå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé u, v (ωm = 2πm

L )

u(x) =

N/2∑

m=−N/2

um exp(−iωmx), v(x) =

N/2∑

m=−N/2

vm exp(−iωmx)

• Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé â (7) è èñïîëüçîâàíèå ñâåðòêè.
• Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ çàïîëíåííîé
ìàòðèöû ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé
ïðîãðàììû èç ïàêåòà EISPACK.
• Ëèíåàðèçîâàííûå îïåðàòîðû (8) è (9) èìåþò â äèñêðåòíîì
ñïåêòðå ïàðó âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µ1,2 = ±γ.
(µ1 = λ1 + γ ñâÿçàíî ñ òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.) Òî÷íîñòü, ñ
êîòîðîé îíè âû÷èñëÿþòñÿ, ñëóæèò ïîêàçàòåëåì àäåêâàòíîñòè
âûáîðà N è L.
• Ïðè L = 50, N = 500 �òåñòîâûå� çíà÷åíèÿ µ1,2

âîñïðîèçâîäèëèñü ñ òî÷íîñòüþ 5 · 10−8
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
NLS ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé.
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óðàâíåíèÿ (3). Æèðíûìè ëèíèÿìè
ïîêàçàíû óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ.

−10 −5  0  5 10 

−0.5

 0.0

 0.5

 1.0

x

γ=0.565, h=0.9

Ðèñ.: Äâóõñîëèòîííûé
êîìïëåêñ Ψ(++) óðàâíåíèÿ
(3). Ñïëîøíàÿ � ReΨ(++),
øòðèõè � ImΨ(++).
Barashenkov I.V.,
Zemlyanaya E.V. Phys. Rev.
Lett. 83 (1999) 2568-2571
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
NLS ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé. Ïðîäîëæåíèå
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Ðèñ.: Ðåçóëüòàòû ïðîäîëæåíèÿ äâóõñîëèòîííîãî êîìïëåêñà ïî
ïàðàìåòðó h äëÿ γ = 0.01 (a) è γ = 0.4 (b).
E.V.Zemlyanaya, I.V.Barashenkov, N.V.Alexeeva. Lect. Notes in Comp.
Sciences 5434 (2009) 139-150
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
NLS ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé. Ïðîäîëæåíèå
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Ðèñ.: Ñëåâà: äèàãðàììà ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè
äâóõñîëèòîííûõ êîìïëåêñîâ Ψ(++) óðàâíåíèÿ (3) íà ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ (h, γ).
Ñïðàâà: Âàðèàöèîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äâóõñîëèòîííîãî êîìïëåêñà.
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
NLS ñ ïðÿìîé íàêà÷êîé
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Ðèñ.: Äâóõñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5). Ñïëîøíûå ëèíèè �
âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü; øòðèõè � ìíèìàÿ ÷àñòü. (à): Ψ1

(−−); (b): Ψ2
(−−);

(c): Ψ3
(−−).
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
NLS ñ ïðÿìîé íàêà÷êîé. Ïðîäîëæåíèå
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âáëèçè âåõíåé ãðàíèöû
(b) ñóùåñòâîâàíèÿ ïî h.Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
NLS ñ ïðÿìîé íàêà÷êîé. Ïðîäîëæåíèå

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
x 10

−3

h thr −
γ

2
π

−0.0017γ 2

h thr −
γ

2
π

γ

Ðèñ.: Ñðàâíåíèå ðàññ÷èòàííîé ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ
äèññèïàòèâíûõ ñîëèòîíîâ ñ ïðÿìîé íàêà÷êîé ñ ðåçóëüòàòîì
òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.
Barashenkov I.V., Zemlyanaya E.V. Physica D 132 No.3 (1999) 363-373
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Äâèæóùèåñÿ ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
NLS ñ êóáè÷åñêîé ñàìîôîêóñèðóþùåé íåëèíåéíîñòüþ,
ëèíåéíîé äèññèïàöèåé è ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé

iψt + ψxx + 2|ψ|2ψ − ψ = hψ − iγψ. (19)
Cîëèòîíû, äâèæóùèåñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

ψ(x , t) = ψ(x − Vt) ≡ ψ(ξ), (20)
ãäå ψ(ξ) → 0 ïðè |ξ| → ∞, óäîâëåòâîðÿþò îáûêíîâåííîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

−iVψξ + ψξξ + 2|ψ|2ψ − ψ = hψ − iγψ, (21)
â êîòîðîì ñêîðîñòü V ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åùå îäèí ïàðàìåòð.
Èíòåãðàëû èìïóëüñà è ýíåðãèè:

P =
i

2

∫ ∞

−∞
(ψxψ − ψxψ)dx . (22)

E =

∫ ∞

−∞
(|ψx |2 + |ψ|2 − |ψ|4 + h Reψ2) dx . (23)

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì
Óðàâíåíèå (19) ëèíåàðèçóåòñÿ â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Ïðåäïîëàãàÿ ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü
ëèíåéíîãî âîçìóùåíèÿ îò âðåìåíè

δψ(ξ, t) = eλt [δu(ξ) + iδv(ξ)] ,

ïîëó÷àåì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
H0 ~y = (λ + γ)J ~y , (24)

H0 =

( −∂2
ξ + 1 + h − 6u2 − 2v2 −V ∂ξ − 4uv

V ∂ξ − 4uv −∂2
ξ + 1− h − 6v2 − 2u2

)
,

J =

(
0 −1
1 0

)
; ~y(ξ) = (δu, δv)T .

Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè � îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ.
Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî íåêîòîðîå
äâèæóùååñÿ íåäèññèïàòèâíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî
â γ 6= 0, ÿâëÿåòñÿ P = 0.

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Ñëó÷àé γ = 0.
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Ðèñ.: Èìïóëüñ íåäèññèïàòèâíûõ
äâèæóùèõñÿ îäíîñîëèòîííûõ âîëí
êàê ôóíêöèÿ V . Ñïëîøíûìè
ëèíèÿìè ïîìå÷åíû ó÷àñòêè
êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå
óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì.
Barashenkov I.V., Zemlyanaya E.V.,
B�ar M. Phys. Rev. E 64 (2001)
016603
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Ðèñ.: Èìïóëüñ íåäèññèïàòèâíûõ
äâèæóùèõñÿ âîëí êàê ôóíêöèÿ
ñêîðîñòè. Øòðèõè è
øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå
îòíîñÿòñÿ ê ñëó÷àþ h = 0.7.

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Äâèæóùèåcÿ âîëíû ïðè γ 6= 0. ×èñëåííàÿ ñõåìà.
Äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: Reψ(x0) = χ.
Íüþòîíîâñêàÿ èòåðàöèîííàÿ ñõåìà äëÿ îäíîâðåìåííîãî
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ψ è íåèçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè V
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè γ:

ψs+1 = ψs + τsφs Vs+1 = Vs + τsµs φs = φ
(1)
s + µsφ

(2)
s (25)

s � íîìåð èòåðàöèè, 0 < τs ≤ 1 � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð
φ

(1)
s è φ

(2)
s � ðåøåíèÿ äâóõ êðàåâûõ çàäà÷:

Φψφ
(1)
s = −Φψs φ

(1)
s (±∞) → 0 (26)

Φψφ
(2)
s = −ΦV ψs , φ

(2)
s (±∞) → 0 (27)

ãäå Φψ - ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà
Φ ≡ −iVψξ + ψξξ + 2|ψ|2ψ − ψ − hψ + iγψ. (28)

Èòåðàöèîííàÿ ïîïðàâêà µs âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

µs = [−(Reψs(x0)− χ)− Reφ(1)
s (x0)]/Reφ(2)

s (x0).

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
Ïðîäîëæåíèå äâèæóùèõñÿ âîëí â γ 6= 0.
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Ðèñ.: Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ïðîäîëæåíèÿ íåäèññèïàòèâíûõ
äâèæóùèõñÿ ñîëèòîíîâ. (a): ìàëîå h; (b),(c): áîëüøîå h. Âñòàâêè
èëëþñòðèðóþò ðåøåíèå íà îäíîé èç âíóòðåííèõ òî÷åê êðèâîé.
(Ñïëîøíàÿ: âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü; øòðèõîâàÿ: ìíèìàÿ ÷àñòü.) Êàæäàÿ
êðèâàÿ èìååò ñâîé àíàëîã ñ ïîëîæèòåëüíîé ñêîðîñòüþ, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì îòðàæåíèåì V → −V äèàãðàììû. Barashenkov
I.V., Zemlyanaya E.V. SIAM Journal of Applied Mathematics 64 No.3
(2004) 800-818; Å.Â.Çåìëÿíàÿ, È.Â.Áàðàøåíêîâ. Ìàòåì.
ìîäåëèðîâàíèå 17 No.1 (2005) 65-78

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Ïðîäîëæåíèå äèññèïàòèâíûõ ðåøåíèé â V 6= 0. I

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðîäîëæåíèÿ â V 6= 0 íåêîòîðîãî
÷åòíîãî íåïîäâèæíîãî äèññèïàòèâíîãî ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ
ψ(x , h0, γ0) = u0 + iv0 ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

I (h) = 0, I (h) ≡
∫

(yv ′0 − wu′0) dx (29)

ãäå èíòåãðàë I (h) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò h, øòðèõè íàä
u0 è v0 îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî x , (y , w)T = ~y(x) �
ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà L†, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëåâîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ L†~y = 0, îïåðàòîð L èìååò ôîðìó

L =

( −∂2
x + 1 + h0 cos 2θ − 6u2

0 − 2v2
0 γ0 + h0 sin 2θ − 4u0v0

−γ0 + h0 sin 2θ − 4u0v0 −∂2
x + 1− h0 cos 2θ − 2u2

0 − 6v2
0

)

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Ïðîäîëæåíèå äèññèïàòèâíûõ ðåøåíèé â V 6= 0. II
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Ðèñ.: Ôðàãìåíò áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû ñòàöèîíàðíûõ
ìóëüòèñîëèòîííûõ êîìïëåêñîâ. Ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ýíåðãèè
(23) îò ïàðàìåòðà h. Íèæíÿÿ âåòâü ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íûì
îäíîñîëèòîííûì êîìïëåêñàì ψ(++) è ψ(−−) è òðåõñîëèòîííîìó
ðåøåíèþ solution ψ(−+−); Âåðõíÿÿ âåòêà âêëþ÷àåò ðåøåíèÿ ψ(+++) è
ψ(−−−), à òàêæå ïÿòèñîëèòîííûé êîìïëåêñ ψ(−+−+−). Æèðíîé
ëèíèé èçîáðàæåíû óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, òîíêîé ëèíèåé -
íåóñòîé÷èâûå. Òî÷êè (1),(2),(3) ïîêàçûâàþò òî÷êè áèôóðöàöèè, ãäå
èíòåãðàë (29) ðàâåí íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàþò äâèæóùèåñÿ
ñîëèòîíû.

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



×èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
Ïðîäîëæåíèå äèññèïàòèâíûõ ðåøåíèé â V 6= 0
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Ðèñ.: Áèôóðêàöèîííûå êðèâûå, îòâåòâëÿþùèåñÿ â òî÷êàõ (1),(2),(3).
Êðèâûå èëëþñòðèðóþò ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèåì äèññèïàöèè γ
è ñêîðîñòüþ V , ñ êîòîðîé âîëíà ìîæåò äâèãàòüñÿ äëÿ äàííîãî γ.
Êàæäàÿ êðèâàÿ íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå γ = 0.565 íà âåðòèêàëüíîé îñè.
Âñòàâêè ïîêàçûâàþò, êàê âûãëÿäèò ðåøåíèå â îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ
êàæäîé âåòâè. (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü; øòðèõè �
ìíèìàÿ ÷àñòü.) Â (b) èñïîëüçóåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà ïî V .
Còðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ÷èñëåííîãî ïðîäîëæåíèÿ.

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Òåìíûå ñîëèòîíû NLS ñ ïàðàìåòðè÷åñêîé íàêà÷êîé
NLS ñ íåëèíåéíîñòüþ äåôîêóñèðóþùåãî òèïà:

iψt +
1

2
ψxx − |ψ|2ψ + ψ = hψ − iγψ. (30)

γ � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé äèññèïàöèè, h � àìïëèòóäà íàêà÷êè,
÷åðòà íàä ψ îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Äâèæóùèåñÿ ïî
çàêîíó ψ(x − Vt) òåìíûå ñîëèòîíû óäîâëåòâîðÿþò ÎÄÓ,
ñêîðîñòü V ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïàðàìåòð:

1

2
ψxx − iVψx − |ψ|2ψ + ψ = hψ∗, (31)

Èíòåãðàë èìïóëüñà

P = Im
∫ ∞

−∞
ψxψ

∗dx , (32)

Èíòåãðàë ýíåðãèè

E = Re
∫ ∞

−∞

( |ψx |2
2

+
|ψ|4
2

− |ψ|2 + hψ2 +
A4

2

)
dx , A2 = 1 + h

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òåìíûõ ñîëèòîíîâ

• Óñòîé÷èâîñòü äâèæóùèõñÿ ñòåíîê ïðîâåðÿëàñü ÷èñëåííî,
ïóòåì àíàëèçà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ çàäà÷è

H~ϕ = λJ ~ϕ, ~ϕ = (u, v)T , (33)

H = − I

2
∂2

x +

(
3R2 + I2 + h 2RI − V ∂x + γ
2RI + V ∂x − γ R2 + 3I2 − h

)
,

J åñòü àíòèñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ J21 = −J12 = 1.
• Óðàâíåíèå (33) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè
óðàâíåíèÿ (30) ïî ψ = R+ iI â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå
êîîðäèíàò, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî δψ = (u + iv)eλt .
• Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè � îòñóòñòâèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ñ Reλ > 0.

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



Èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
• Cóùåñòâóåò ïàðà îäíîðîäíûõ ("ïëîñêèõ") ðåøåíèé, îäíî èç
êîòîðûõ âñåãäà íåóñòîé÷èâî, â òî âðåìÿ êàê äðóãîå óñòîé÷èâî
ïðè âñåõ h ≥ γ ≥ 0 è èìååò âèä

ψ(0) = iAe iθ, A =

√
1 +

√
h2 − γ2, θ =

1

2
arcsin

γ

h
. (34)

• "Íååëåâñêàÿ ñòåíêà" (N�eel wall) èëè "ñòåíêà Èçèíãà" (Ising
wall):

ψN(x) = iA tanh(Ax)e−iθ.

Ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàòü, ÷òî ïðè γ 6= 0 ñòåíêà (35)
âñåãäà óñòîé÷èâà.
• Â ñëó÷àå γ = 0 ðåøåíèå (35) ñîñóùåñòâóåò ñ äðóãèì
ðåøåíèåì, èçâåñòíûì â ëèòåðàòóðå êàê "áëîõîâñêàÿ ñòåíêà"
(Bloch wall):

ψB(x) = −iA tanh(2
√

hx)±
√

1− 3h sech(2
√

hx) A2 = 1 + h,

Å.Â.Çåìëÿíàÿ Ìíîãîñîëèòîííûå êîìïëåêñû, äâèæóùèåñÿ ñîëèòîíû...



×èñëåííûå ðåçóëüòàòû; γ = 0
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Ðèñ.: (a) Èìïóëüñ äâèæóùèõñÿ áëîõîâñêîé è íååëåâñêîé ñòåíîê
(æèðíàÿ ëèíèÿ) è èõ íåîñöèëëèðóþùåãî êîìïëåêñà (òîíêàÿ ëèíèÿ).
Äëÿ |V | áëèçêèõ, íî ñëåãêà ìåíüøèõ c = (1 + 2h +

√
4h(1 + h))1/2 ê

ñòåíêå ïðèñîåäèíÿþòñÿ ìàëîàìïëèòóäíûå bubble-êîìïëåêñû ñ
êàæäîé ñòîðîíû; Ýòî ïðîèñõîäèò â òî÷êå ïîâîðîòà âáëèçè |V | = c.
Òî÷å÷íûå ñåãìåíòû ñïëîøíûõ êðèâûõ ïîêàçûâàþò íåóñòîé÷èâûå
ðåøåíèÿ. (b) Ôîðìèðîâàíèå îñöèëëèðóþùåãî êîìïëåêñà äâóõ ñòåíîê
òèïà áðèçåðà. (èçîáðàæåíà òîëüêî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ψ). Íà (a)
h = 1/15; íà (b) h = 0.1. Barashenkov I.V., Woodford S.R., Zemlyanaya
E.V. Phys. Rev. Lett. 90 No.5 (2003) 054103
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû; γ 6= 0
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Ðèñ.: (a) Ïðèìåð óñòîé÷èâîãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ íååëåâñêèõ
ñòåíîê ïðè γ = 0.35, h = 0.617. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � âåùåñòâåííàÿ
÷àñòü, øòðèõè � ìíèìàÿ ÷àñòü. (b) Äèàãðàììà ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ
ðåøåíèé (îñíîâíîé ðèñóíîê). Çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóåò
óñòîé÷èâûì ðåøåíèÿì. Íà âñòàâêå ïðåäñòàâëåíà ýíåðãèÿ êàê
ôóíêöèÿ h äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ γ . Ñïëîøíàÿ è øòðèõîâàÿ
ëèíèè íà âñòàâêå ïîêàçûâàþò óñòîé÷èâóþ è íåóñòîé÷èâóþ âåòêè,
ñîîòâåòñòâåííî. E.V.Zemlyanaya, I.V.Barashenkov, S.R.Woodford. Lect.
Notes in Comp. Sciences, 3401 (2005) 590-597
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×èñëåííûå ðåçóëüòàòû; γ 6= 0. Ïðîäîëæåíèå
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